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بروکارد نقـاط

به مثلث  ها در معروفی نقـاط که مثلث، ثقـل مرکز و ارتفـاعی مرکز محيطی، و محاطی دواير مراکز مانند نقطه هايی کنار در
«نقـاط عنوان با که نقـاطی دارد، اختصاص خواصشان و به آن ها به اقـليدسی هندسه ی از زيادی بخش و می آيند شمار
از برخی و نقـاط اين با می کنيم سعی مقـاله اين در هستند. جالب ويژگی های با نقطه هايی نيز می شوند شناخته بروکارد۱»

شويم. آشنا آن ها ويژگی های

هرگاه: می ناميم، اول» بروکارد «نقطه ی را ABC مثلث درون P نقطه ی

∠PAC = ∠PCB = ∠PBA.

کنيد.) توجه ۱ شکل (به باشيم: داشته بايد دوم» بروکارد «نقطه ی برای مشابه طور به و

∠QAB = ∠QCA = ∠QBC.

می کنيم: اثبات را نقـاط اين يکتايی و وجود بيش تر، توضيح هر از قبل

A۱BC, AB۱C,ABC۱ مثلث های ABC مثلث اضلاع روی ۲ شماره شکل مشابه می کنيم. شروع اول بروکارد نقطه ی با
کنيد.) توجه جديد مثلث های جهت (به می کنيم. رسم آن با متشابه را

هستند برقرار نيز ∠PAC = ∠C − ∠PCA و ∠PAC = ∠PCB روابط و ∠PCB = ∠C − ∠PCA که آن جايی از

است: زير عنوان با روسی کتاب يک انگليسی برگردان از چهاردهم فصل تصرف) با (همراه ترجمه ی مقـاله اين
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بروکارد نقـاط .۱ شکل

داشت: خواهيم
∠C = ∠PAC + ∠PCA = π − ∠APC.

با باشد. AB۱C محيطی دايره ی روی که می کند صدق نقطه ای برای رابطه اين ABC مثلث درون نقطه های برای
مثلث های محيطی دواير روی اگر تنها و اگر است، بروکارد نقطه ی P که می رسيم نتيجه اين به زاويه ها بقيه ی بررسی
نقطه يک در دقيقـاً دايره سه اين که می دهيم نشان نظر مورد حکم به رسيدن برای حال باشد. A۱BC,AB۱C,ABC۱

داشت: باشد.خواهيم C از متمايز A۱BC,AB۱C محيطی دواير برخورد محل P۱ کنيد فرض دارند. اشتراک

∠AP۱B = ۲π − ∠AP۱C − ∠CP۱B = γ + β = π − ∠AC۱B.

است. بروکارد نقطه ی P همان P۱ بنابراين و دارد قرار ABC۱ محيطی دايره روی P۱ که داشت خواهيم بالا طبق
روابط بودن برقرار و بالا شکل به توجه با

∠ABC = ∠BA۱C, ∠BCA = ∠CB۱A, ∠CAB = ∠AC۱B.

در AB,BC,CA بر ترتيب به که است دوايری هم رسی محل واقع در بروکارد، نقطه ی ،P که می رسيم نتيجه اين به
می گذرد. C,A,B نقـاط از ترتيب به و است شده مماس B,C,A

می دهيم. قرار بررسی مورد را نقطه  اين از ديگری خواص ادامه در
با CP و BP ،AP خطوط تقـاطع نقـاط ترتيب به را C۱ و B۱ ،A۱ باشد. اول بروکارد نقطه ی P کنيد فرض .۱ قضيه
بروکارد نقطه ی (برای هستند. هم نهشت B۱C۱A۱ و ABC مثلث دو صورت اين در بگيريد. ABC مثلث محيطی دايره ی

هستند.) هم نهشت C۱A۱B۱ و ABC مثلث دو دوم،

می شود. واگذار خواننده به و است ساده بالا قضيه ی اثبات اثبات.

B۱ و A۱ ،C۱ ترتيب به را ABC مثلث از CA و BC ،AB اضلاع بر P بروکارد نقطه ی از وارد عمودهای پای اگر .۲ قضيه
که: است sinφ با است برابر آن  ها تشابه نسبت و بود خواهند متشابه B′C ′A′ و ABC مثلث دو آن گاه بناميم،

φ = ∠PAC = ∠PCB = ∠PBA.
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بروکارد اول نقطه ی يکتايی و وجود اثبات .۲ شکل

داريم: بنابراين دارند. قرار AP قطر به دايره ای روی C ′ و B′ نقـاط اثبات.

∠B′C ′P = ∠B′AP = φ, ∠C ′B′P = ∠C ′AP = α−φ.

داشت: خواهيم مشابه طريق به و
∠C ′A′P = φ, ∠A′C ′P = β − φ,

∠A′B′P = φ, ∠B′A′P = γ − φ.

و ABP مثلث دو که می فهميم نيز را اين علاوه به هستند. متشابه پس برابرند نظر مورد مثلث دو زوايای که آن جايی از
داريم: و هستند متشابه B′PC ′

B′C ′

AB
=

B′P

AP
= sinφ.

قسمت های هدف اين برای کرد. محاسبه ABC مثلث زاويه های کمک به می توان را زاويه اين بگيريد. نظر در را φ زاويه ی
قطع K در را AC تا می کنيم رسم عمود AC بر A۱ نقطه ی از هم چنين برسيم. ۳ شکل به تا کنيم پاک را ۲ شکل اضافی

داشت: خواهيم کند.
cot φ =

AK

A۱K
=

AC

A۱K
+

CK

A۱K
= cotα+ cotβ + cot γ.
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۲ شماره شکل تغييريافته ی .۳ شکل

به توجه با می گوييم. بروکارد» «زاويه ی φ زاويه ی به و است برقرار رابطه همين دقيقـاً هم دوم بروکارد نقطه ی برای
رابطه های

AP

BP
=

sinφ

sin (α−φ)
,

BP

CP
=

sinφ

sin (β − φ)
,

CP

AP
=

sinφ

sin (γ − φ)
.

می شود: نتيجه اين ها ضرب از و

sin۳ φ = sin (α− φ)sin (β − φ) sin (γ − φ) .

می دهد. دست به φ برای صريح غير رابطه ی يک رابطه، اين که

هستند: برقرار زير نابرابری های بروکارد، ،زاويه ی φ برای .۳ قضيه

.φ ≤ π
۶ .۱

.φ۳ ≤ (α−φ) (β −φ) (γ −φ) .۲
.۸φ۳ ≤ αβγ .۳

که: می رسيم نتيجه اين به محاسبه کمی از بعد ،cotφ = cotα+ cotβ + cot γ تساوی از استفـاده با .۱ اثبات.

sin (α+φ)

sinφ
=

sin (α+ β)

sinβ
+

sin (α+ γ)

sin γ
=

sin γ

sinβ
+

sinβ

sin γ
≥ ۲.

داريم: پس
۲ sinφ ≤ sin (α+ φ) ≤ ۱.

می دهد. نتيجه را حکم که
می کنيم: تعريف صورت اين به را f تابع .۲

f (x) = ln
( x

sinx

)
= lnx− ln sinx.
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دارند. مثبت مقـاديری ۰ < x < π ازای به زير توابع وضوح به

f ′ (x) =
۱
x
− cotx, f ′′ (x) =

۱
sin۲ x

− ۱
x۲ .

برقراری اين که است محدب بازه اين در تابع نمودار هم چنين و می باشد اکيد صعودی [۰, π] بازه ی در f تابع بنابراين
که λ۱, λ۲, . . . , λn و x۱, x۲, . . . , xn اعداد برای می دهد نتيجه را زير نابرابری

۰ ≤ xi ≤ π, ۰ ≤ λi, λ۱ + . . .+ λn = ۱.

داشت: خواهيم
f (λ۱x۱ + . . .+ λnxn) ≤ λ۱f (x۱) + . . .+ λnf (xn) .

نتيجه اين از و f (φ) ≤ f
(
π
۶
) داشت خواهيم است، اکيد صعودی تابع که آن جايی از و φ ≤ π

۶ که داريم ۱ قسمت از
می شود:

f
(π

۶
)
= f

(
φ+ (α− φ) + φ+ (β − φ) + φ+ (γ − φ)

۶

)
≤

۱
۶ (f (φ) + f (α− φ) + f (φ) + f (β − φ) + f (φ) + f (γ − φ)) .

کنيم: بازنويسی زير شکل به را بالا رابطه ی می توانيم لگاريتم تابع بودن يکنوا از استفـاده با

(
φ

sinφ
)

۶
≤
(

π/۶
sin (π/۶)

)۶
≤ φ۳ (α−φ) (β −φ) (γ −φ)

sin۳ φ sin (α−φ) sin (β − φ) sin (γ − φ)
.

که: می رسيم نتيجه اين به sin (α− φ) sin (β − φ) sin (γ −φ) = sin۳ φ که واقعيت اين از استفـاده با و

φ۳ ≤ (α− φ) (β − φ) (γ − φ) .

می دهد: نتيجه φ۳ ≤ (α− φ) (β − φ) (γ − φ) نابرابری .۳

۶۴φ۶ ≤ ۴۳φ (α− φ)φ (β − φ)φ (γ − φ)

می دهند: نتيجه را حکم هستند، برقرار وضوح به که زير نابرابری های و بالا نابرابری

۴φ (α− φ) ≤ α۲ , ۴φ (β − φ) ≤ β۲, ۴φ (γ − φ) ≤ γ۲.

به ،۴ شکل مطابق را B۱ و A۱ ،C۱ نقـاط ترتيب به CA و BC ،AB اضلاع روی باشد، اول بروکارد نقطه ی P کنيد فرض
که: می کنيم انتخاب گونه ای

∠APA۱ = ∠BPB۱ = ∠CPC۱ = α.
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يک تحت A۱B۱C۱ مثلث که معناست آن به اين هستند، متشابه CPC۱و BPB۱ ،APA۱ مثلث های صورت های اين در
است. متشابه آن با لذا و شده ABCتبديل مثلث به sin(α+φ)

sinϕ نسبت و α زاويه ی ،P مرکز به مارپيچی تجانس

.A۱B۱C۱ و ABC مثلث های تشابه .۴ شکل

بروکارد، زاويه ی ، φ که کند حرکت گونه ای به A نقطه ی و باشند ثابت ABC مثلث از C و B رئوس کنيد فرض .۴ قضيه
است). BC ضلع طول با برابر a) است (a۲ )√cot۲ φ− ۳ شعاع به دايره ای A راس هندسی مکان آن گاه بماند. ثابت

a ،c با ترتيب به معمول مطابق را CA و BC ،AB اضلاع طول و S با را مثلث مساحت اگر که می کنيم ثابت ابتدا اثبات.
است: برقرار مثلث مساحت برای زير رابطه ی دهيم، نمايش b و

cotφ =
a۲ + b۲ + c۲

۴S .

داريم: مثلث در کسينوس ها رابطه ی کمک به بالا رابطه ی اثبات برای

a۲ = c۲ + b۲ − ۲bc cosα = c۲ + b۲ − ۴S cotα,

b۲ = c۲ + a۲ − ۲ac cosβ = c۲ + a۲ − ۴S cotβ,

c۲ = a۲ + b۲ − ۲ba cos γ = a۲ + b۲ − ۴S cot γ.

داشت: خواهيم روابط اين جمع با

cotφ = cotα+ cotβ + cot γ =
a۲ + b۲ + c۲

۴S . (∗)

را (∗() رابطه ی حال است. (x, y) مختصات در A نقطه ی و دارند قرار (± a/۲, ۰) مختصات در C و B نقـاط کنيد فرض
می کنيم: بازنويسی

cotφ =
a۲ +

(
a
۲ + x

)۲
+ y۲ +

(
−a

۲ + x
)۲

+ y۲

۲ay ⇒ ۲ay cotφ = ۲y۲ + ۲x۲ + ۳a۲/۲.

a
۲
√

cot۲ φ − ۳ شعاع و
(

۰, a
۲ cotφ

)
مرکز به دايره ای روی می کند، صدق فوق رابطه ی در که (x, y) نقطه ی هر پس

است. شده واقع


